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Abstrak

Misalkan G = (V, E) adalah graf sederhana tidak berarah dan terhubung
dengan himpunan titik V' dan himpunan sisi £. Himpunan D € V(G)
dikatakan himpunan dominasi lokasi dari suatu graf terhubung G jika
setiap dua titik yang berbeda u,v € V(G) D, N(u) N D # N(v) N D. Kar-
dinalitas minimal dari himpunan dominasi lokasi disebut nilai himpunan
dominasi lokasi dari graf G yang disimbolkan dengan v, (G). Penelitian ini
menghasilkan nilai himpunan dominasi lokasi pada beberapa graf khusus
dan operasinya.

Kata Kunci : himpunan dominasi lokasi, nilai himpunan dominasi lokasi

Pendahuluan

Teori graf merupakan cabang matematika diskrit yang berkembang san-
gat pesat baik dalam pengembangan teori maupun aplikasi di berbagai bidang.
Graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V(G), E(G)), dimana V(G)
adalah suatu himpunan berhingga tak kosong dari elemen yang disebut dengan
titik (vertex), sedangkan E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) dari pasan-
gan tak terurut dua titik u,v € V(G) yang disebut sisi (edge) [9]. Order adalah
banyaknya titik dalam suatu graf G, dinotasikan dengan p atau |V (G)|, sedan-
gkan size adalah banyaknya sisi pada graf G, dan dinotasikan dengan ¢ atau
B(G)|

Dua buah titik vy, vy dari graf G adalah bertetangga (adjacent) jika v, vo
terhubung langsung dengan sebuah garis atau sisi yaitu pada sisi e ditulis dengan
e = v1vy. Jika e = v1v9 adalah sebuah sisi dari graf G, maka e dikatakan bersisian
atau incident dengan titik v; dan vy. Untuk sembarang sisi e = (v, v2) dikatakan
e bersisian dengan titik vy jika v; merupakan titik ujung dari e atau e bersisian

dengan titik vo, jika vo merupakan titik ujung dari e.
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Derajat (degree) dari sebuah titik v adalah banyaknya sisi yang bersisian
atau incident dengan v. Derajat dari titik pada graf dinotasikan dengan d;,
dimana ¢ menunjukkan titik ke-i pada graf. Jika setiap titik dari graf tersebut
mempunyai derajat yang sama maka graf G dikatakan regular, jika sebaliknya
maka dikatakan non-reguler. Banyaknya sisi minimal yang bersisian pada suatu
titik v di graf G diantara titik-titik lainnya di graf G disebut derajat terkecil
dinotasikan dengan d(G). Sedangkan banyaknya maksimal sisi yang bersisian
pada suatu titik di graf G disebut derajat terbesar, dinotasikan dengan A(G)
[8].

Jarak atau distance dinotasikan d(v;,v;) yang artinya jarak antara dua
titik v; dan v;. Jarak pada graf G adalah panjang lintasan terpendek dari titik
v; ke titik v;. Jika tidak ada lintasan dari titik v; ke v;, maka didefinisikan jarak
d(v;,vj) = oo.

Salah satu teori yang dikembangkan dalam teori graf adalah himpunan
dominasi lokasi atau dalam istilah asing disebut locating dominating set. Him-
punan dominasi lokasi dimulai pada tahun 1980 oleh Slater dengan membuat
sebuah kode lokasi perlindungan dengan menggunakan jaringan detektor. Suatu
graf G = (V, E) disebut himpunan dominasi lokasi jika himpunan titik domi-
nator D memenuhi syarat N(u) N D # N(v) N D # 0 untuk u,v € (V — D)
[10].

Berikut beberapa definisi operasi graf yang dipakai dalam penelitan ini.

Definisi 1 Shackle dinotasikan dengan Shack (G;,v,r). Misalkan { G; } meru-
pakan graf yang dibangun dari graf terhubung nontrivial dan order graf (G1, Ga,
..., Gi) sedemikian hingga untuk setiap 1 < i,j5 < k dengan | i —j | > 2, G;
dan G; tidak memiliki titik umum, dan untuk setiap 1 < i > k —1, G; dan
G; + 1 tepat satu titik yang sama, disebut verter linkage dimana k — 1 linkage
titik semua berbeda [7].

Definisi 2 Power graf adalah sebuah graf operasi dari dua graf yaitu graf G
dan graf H yang dibentuk dari graf G dengan mengganti semua sisi dari graf G
dengan graf H, dinotasikan dengan G . Misal graf G dengan titik |V (G)| = p1
dan sisi |E(GQ)| = qi, serta graf H dengan titik |V (G)| = p2 dan sisi |E(G)| =
q2. Maka power graf GH mempunyai titik p = |V(G)| = paqp + p1 dan sisi
p=1E(G)| = aqle+1).

Definisi 3 Amalgamasi dinotasikan dengan Amal(H;,vo;). Misalkan H; adalah

suatu keluarga graf berhingga dan setiap Hyi mempunyai suatu titik vo; yang
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disebut titik terminal [5].

Terdapat beberapa hasil penelitian himpunan dominasi lokasi sebelum-
nya, seperti Chen pada salah satu artikelnya yaitu Identifying codes and locating
dominating sets on paths and cycles [2]. Canoy et.al pada salah satu artikelnya
yaitu locating dominating set pada corona dan composition graph, [1]. Foucaud
pada salah satu artikelnya yaitu Locating dominating set in twin free graph [6].
Pada penelitian ini, penulis akan mengangkat masalah bagaimana menemukan
himpunan dominasi lokasi pada beberapa graf khusus dan operasinya.

Teorema yang digunakan untuk batas bawah dari himpunan dominasi

lokasi adalah sebagai berikut :

Teorema 1 Untuk sebarang graf G, maka vr,(G) > L%J.

Bukti: Misalkan S adalah sebuah locating dominating set dari G. Untuk batas
bawahnya, setiap titik dapat sebagai locating dominating set dan mempunyai

d(G) ke titik yang lain. Berakibat, v7(G) > Lﬁ@]

Hasil Penelitian

Dari hasil penelitian ini didapatkan beberapa teorema terkait himpunan
dominasi lokasi pada beberapa graf khusus dan operasinya.
Teorema yang pertama adalah nilai himpunan dominasi lokasi dari graf

G=H,, dengan operasi shackle yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 2.1 Misal G adalah graf hasil operasi shackle dari graf helm H,,
untuk n > 3 dan m > 2, maka vy, (shack(H,,v,m)) =n x m.

Bukti. Graf shack(H,,v, m) adalah graf terhubung yang memiliki himpunan
titik V(shack(Hyp,v,m)) = {A;1 < j < m} U {x;;;1 <i <n,1 <j<m}
Udyij;3l < i < n—-1,1 < j < m} U {y,} dan himpunan sisinya
E(shack(Hp,v,m)) = {4; z;;;1 < ¢ < n,1 < j < m} U {z;
it < i < n—11<j < m} U {z1; zp;;1 < j < m} U {x;;
yij;l <i<n-1,1<j<m} U {zp; y1;;1 < j < m}, sehingga memiliki
order |V (shack(Hy,v,m))| = 2mn + 1, size |E(shack(Hy,v,m))| = 3mn dan
d(shack(Hy,,v,m)) = 1.

Berdasarkan Teorema 1, v > L#@J sehingga 7, (shack(H,,v,m)) >

LQTJ?‘IHJ = |22+l ] = p x m. Akan dibuktikan v (shack(Hy,,v,m)) < n x m
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dengan memilih himpunan titik dominator dari graf shack(H,,v, m) yaitu D =
{z; ;1 <i<n,1<j<m}, maka |D| = n x m. Titik z € D mendominasi
semua titik dalam V(shack(Hp,v,r)). Kemudian (V — D) = {4;,y33,¥i;;1 <
i <n-—1,1<j < m} akan ditunjukkan semua z,y € (V — D) memiliki irisan
yang berbeda dengan D, sebagaimana berikut :

NANND={{ (zi;);1<i<n1<j<m}

N(yn) N D = {zn}

Nia)ND ={x11}

N(yrj+1) N D = {zn ;150151 < j <m—1}.

Sehingga berakibat «;, < n x m. Oleh karena v, > n x m dan v; < n x m, maka

~vr(shack(Hp,v,m)) = n X m. O

Sebagai ilustrasi lihat Figure 1 dimana titik yang berwarna putih

merupakan titik himpunan dominasi lokasi.

Y21 Y22 Y23

Y1,2 Y13 Y3,3
Figure 1: Himpunan Dominasi Lokasi Graf shack(H,,v,m)

Teorema yang kedua adalah nilai himpunan dominasi lokasi dari graf Pm

yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 2.2 Misal G adalah graf hasil operasi power graf dari graf lintasan
P, dan graf helm H,,, untuk n > 3 dan m >3, maka vy (PHm) =m(n —1).

Bukti. Graf PHm adalah graf terhubung yang memiliki himpunan titik
V(PIm) = {A;1 < j <n—-1}U{z;l <i<m-11<j<n-1}
U {zij;i = myj = n} U{ysl <@ < ml < j < n—1} dan him-

punan sisinya E(PIm) = {A; z;,;;1 < i <m—1,1 < j < n-—1} U {4

SL‘1J+1;1 < g5 < n—2} U {ZL‘i’j :EIL'J’»l’j;l <1 <m-1,1 <35 <L n—l} U
{zij v1j4150 = m — 1,1 < j <n—2} U{4;j 250 =m,j =n—1} U
{zij vij;2 < i <m—=2,1 <37 < n—1} U {zy yigii,j = 1}, U {zy

gyt = 1,1 < j < n =2} Udrj gyt = 1,2 < j < n—1}, U {r
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Ynj-1;2 < j <mn—1}, UA{x;; vij;i = m,j = n— 1}, sehingga memiliki order
|V (PHm)| = 2mn — 2m + 1, size |E(P™)| = 3mn dan §(PHm) = 1.

Berdasarkan Teorema 1, v; > Lﬁ@] sehingga v ( me) > LQTﬁrl | =
|2mn=2mtl | — mp — m. Akan dibuktikan v;, > mn — m dengan memilih him-

punan titik dominator dari graf P,{{m yaitu D = {a:i,j, 1<i1<m—-1,1<j5<
n—1;y;;,9=m,1 <j <n—1}, maka |D| = m(n—1). Titik z € D mendominasi
semua titik dalam V(PHm). Kemudian (V — D) = {4;,y; ;51 <i<n-—1,1<
j < m} akan ditunjukkan semua z,y € (V — D) memiliki irisan yang berbeda
dengan D, sebagaimana berikut :

NAYND={ (U (zi;);1<i<m—-1,1<j<n-—1),z41i=1}
Nyij)ND={z;;;1<i<m-1,1<j<n-1}

N(yij)ND ={zjjt1;i=m,1 <j<n-1}

N(@ng) "D ={ (U @iyl <i<m—17j=n)yn;}.

Sehingga berakibat 7, < mn —m. Oleh karena vy, > mn —m dan v < mn—m,
maka vy (PIm) = m(n —1). O

Sebagai ilustrasi lihat Figure 2 dimana titik yang berwarna putih

merupakan titik himpunan dominasi lokasi.

Y21 Y22

X292

A A
T11 ! 2 Z3,2

x1,2

Y1,3
Y11 Y1,2 Y31
Figure 2: Himpunan Dominasi Lokasi pada Graf PHm

Teorema yang ketiga adalah nilai himpunan dominasi lokasi dari graf G=

F,, yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 2.3 Misal G adalah graf khusus berupa graf kipas F, untukn > 4,

2&1.

maka nilai himpunan dominasi lokasi dari G adalah v, (F,)=[%

Bukti. Graf kipas (F),) merupakan graf terhubung dengan himpunan titik
V(F,) = {A,z;;1 <i <n} dan himpunan sisi E(F,) = {4 z4;;1 <i<n} U {z;
xi+1;1 <i <n — 1}, sehingga diperoleh |V (F,)| =n+ 1, dan |E(F,)| =2n—1
dan §(F,) = 2.
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Nilai himpunan dominasi lokasi untuk n > 4 memiliki kardinalitas minimal
himpunan dominasi lokasi 7 > [%*]. Namun demikian misal v, (F,) > [%2] —
1 himpunan dominasi lokasinya tidak akan terpenuhi. Hal ini dapat dilihat
pada ilustrasi gambar 3. Misal untuk n terkecil yaitu n = 4 himpunan titik
dominatornya D = {A} sehingga (V — D) N D diperoleh N(z;) N D = {A},
N(xz2) N D = {A}, N(zs) N D = {A}, N(zq4) N D = {A}. Pada titik = €
(V — D) memiliki irisan D yang sama, sehingga dapat disimpulkan bahwa dengan
memisalkan n terkecil tidak memenuhi syarat batas bawah dari nilai himpunan
dominasi lokasi, maka n yang lebih besar pasti juga tidak memenuhi batas bawah.
Oleh karena itu batas bawah yang lebih baik adalah vy, (F,) > [%].

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa vz (F,) < [22] dengan memilih him-
punan titik dominator dari graf F;, yaitu D = {x5;3,25-1;1 <4 < [£]} dan
|D| = [2*]. Titik # € D mendominasi semua titik dalam V(F},). Kemudian
V=D = {A, x5 4,25-2,25;1 < i < [¢]} akan ditunjukkan semua = € (V — D)
memiliki irisan yang berbeda dengan D, sebagaimana berikut :

NA)ND ={ U (w5i—3, 35i1); 1 < i < [5]}

N(z5i-4) N D = {w5-3;1 <i < [E]}

N(w5i-2) N D = {x5-3,25-1;1 <i < [2]}

N(zs;)) N D = {z5-1;1<i <[]}

Sehingga vz, < [2*]. Oleh karena v > [2%] dan v, < [22], maka vy, (F,) =
2, 0

Sebagai ilustrasi diberikan contoh himpunan dominasi lokasi pada graf
dengan n terkecil yang tidak memenuhi syarat batas bawah yaitu misal n = 4
pada graf Fy dapat dilihat pada gambar 3, dimana titik yang berwarna putih

merupakan himpunan dominasi lokasi-nya.

i) T3

s} (% Ty
A

Figure 3: Himpunan Dominasi Lokasi pada graf Fy

Selanjutnya diberikan ilustrasi yang memenuhi syarat himpunan dominasi
lokasi untuk n = 7 pada graf F; dapat dilihat pada gambar 4, dimana titik
yang berwarna putih merupakan himpunan dominasi lokasi-nya. Dapat dilihat

pada gambar 4 bahwa titik dominator pada F; memiliki titik dominator



Reyka Bella Desvandai, et.al: Analisa Himpunan Dominasi Lokasidan 7

D = {xs5i_3,x5-1} yaitu D = {x9,x4,27} dan titik diluar dominatornya

(V — D) = {A,x1,x3, 25,26} memiliki irisan yang berbeda dengan D sebagai

berikut N(A) N D = {x9,z4,27}, N(x1) N D = {x2}, N(xz3) N D = {x9, 24},

N(xzs) N D = {x4}, N(zs) N D = {z7}. Berdasarkan contoh 4 terbukti bahwa
N(u,v) N D # () dan N(u) N D # N(v) N D dan diperoleh vz, (F7) = 3.

Ly

T3 s

Ta Te

T T

A

Figure 4: Himpunan Dominasi Lokasi pada Graf F;

Teorema yang keempat adalah nilai himpunan dominasi lokasi dari graf

Amal(PC,,,v, m) yang disajikan dalam teorema berikut.

¢ Teorema 2.4 Misal G adalah graf hasil operasi amalgamasi dari graf parasut
PC,,, untuk n > 5 dan m > 2, maka vy, (amal(PCy,v,m)) = [%ﬂ X M.

Bukti. Graf amal(PC),,v,m) adalah graf terhubung yang memiliki himpunan
titik V(amal(PCy,v,m)) = {A,2;j,9i;;1 <i <n,1 <j < m} dan himpunan
sisinya E(amal(PCy,v,m)) = {A z;;;1 <i<n,1 <j<m}U{x;; xiy15;1 <
i<n—1L1<j<m}U{z1; 9151 <ji<m}U{yjyir;;1<i<n—1,1<
J <m} U{zp; ynj;1 < j < m}, sehingga diperoleh |V (amal(PCy,v,m))| =
2mn + 1, |E(amal(PCy,v,m))| = 3mn dan §(amal(PCy,v,m)) = 2.

Nilai himpunan dominasi lokasi untuk n > 5 dan m > 2 memiliki kardinal-
itas minimal himpunan dominasi lokasi 7, > [%”1 x m. Namun demikian vy, >
((%”] xm)—1 himpunan dominasi lokasinya tidak akan terpenuhi. Hal ini dapat
dilihat pada ilustrasi gambar 5. Misal untuk n dan m terkecil yaitu n = 5 dan
m = 2 himpunan titik dominatornya D = {A,z21,y21,Y4,1,%22,Y2,2, Y42} Se-
hingga (V —D)ND diperoleh N(x11ND = {A,z21,y11}, N(x3:ND = {4,221},
N(zg1ND ={A}, N(zs.ND ={A}, N(y2,ND = {y11}, N(ysn N D = {yan},
N(ysa N D = {ys1}, N(xiaoND = {A x22,y12}, N(xsa N D = {A 222},
N(z42ND = {A}, N(z52ND = {A}, N(y22ND = {y12}, N(ys2N D = {ya2},
N(ys2 N D = {ys2}. Pada titik z,y € (V — D) memiliki irisan D yang sama,
sehingga dapat disimpulkan bahwa dengan memisalkan n dan m terkecil tidak

memenuhi syarat batas bawah dari nilai himpunan dominasi lokasi, maka n dan
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m yang lebih besar pasti juga tidak memenuhi batas bawah. Oleh karena itu

batas bawah yang lebih baik adalah vz (amal(PCy,v,m)) > [42] x m.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa ~p(amal(PCy,v,m)) < [%”1 X m

dengan memilih himpunan titik dominator dari amal(PC,,v,m) yaitu D =

{T5i-44, T5i-1,5,

Ysi-3,, Ysiji 1 < i < [B],1 < j < m}, maka [D| =[] x m. Titik 2,y € D

mendominasi semua titik dalam V(amal(PCy,v,r)). Kemudian (V — D) =

{A, T5i-3,5, T5i—2,5, T5ijs Ysi—a,j> Ysi—2,5, Ysi—1,5; 1 < @ < [2],1 < j < m} akan

ditunjukkan semua x,y € (V — D) memiliki irisan yang berbeda dengan D, se-

bagaimana berikut :

NA)ND ={ U (z5i—a,j, v5i-1,5); 1 < <[],

(5i-34) N D ={w5;45;1 <i < [2],1 <5 <m}

(z5i-2,4) N D = A{z5i-1,5}

(w5i5) N D = {x5i-1,5,T50-4,51 <1 < [E],2< k< [2],1 <5 <m}

(

(

(

—_
IN
<.
IA
3
—_

ysi—a,j) N D = {xs5j-a5,ys5i-3,5%,7 = 1}

Ysi—2,5) N D ={ysi—3;51 <i <[], 1 <j<m}

Ysi-1,5) N D ={ysi ;31 <i < [§],1<j<m}

(Ysi—a,5) VD = {Ysi, Ysk—3,5:1 <@ < [g—‘,Q <k< [%—‘}

Sehingga vz, < [42] x m. Oleh karena vz, > [42] x m dan v, < [42] x m, maka
vr(amal(PC,,v,m)) = [%ﬂ X M. O

2222222

Berikut ilustrasi contoh pada graf dengan n dan m terkecil yang tidak
memenuhi syarat batas bawah yaitu misal n = 5 dan m = 2 pada graf
amal(PCs,v,2) dapat dilihat pada gambar 5, dimana titik yang berwarna putih

merupakan himpunan dominasi lokasi-nya.

Dapat dilihat pada gambar 5 bahwa titik z,y € (V — D) pada graf
amal(PCs,v,2) memiliki irisan yang sama dengan D sehingga tidak memenuhi
syarat himpunan dominasi lokasi.

Sebagai ilustrasi diberikan contoh himpunan dominasi lokasi pada graf
ope
rasi amal(PCg, v, 3) dapat dilihat pada Gambar 6, dimana titik yang berwarna
putih merupakan himpunan dominasi lokasi-nya. Dapat dilihat pada gambar
6 bahwa titik dominator pada graf amal(PCg,v,3) memiliki titik dominator
D = {w5i4j,%5i-14,Ys5i-35,Y5ij;1 < i < [E],1 < j < m} yaitu misal
ambil pada graf 1 yaitu D = {x1, x4, %6, y2,y4} dan titik diluar dominatornya
(V. — D) = {A,x9,x3,75,91,y3,y5} memiliki tetangga yang berbeda di D
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Ya1

Y3

Y21

& o
Figure 5: Himpunan Dominasi Lokasi pada Graf Amal(PCs,v,2)

yaitu N(A) N D = {z11,241,261}, N(z2) N D = {z11}, N(z3) N D = {4},
N(zs) N D = {wg,76}, N(y1) N D = {x1,y2}, N(ys) N D = {y2,v4},
N(ys) N D = {ys}, N(ys) N D = {x} dan seterusnya. Berdasarkan contoh 6
maka terbukti bahwa N(u,v) N D # @) dan N(u) N D # N(v) N D sehingga
diperoleh v (amal(PCg, v, 3)) = 15.
Y32 Ya,2
O

T11 Te,3
Figure 6: Himpunan Dominasi Lokasi pada Graf Hasil Operasi Amalgamasi dari

PCs
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Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian diatas, maka kita dapat menyimpulkan bahwa
YL (ShaCk(Hnavvm)) = nXxXm, 7L (me) = m(n - 1)7 YL (Fn):(%—h YL
(amal(PCp,v,m)) = [4] x m.
Open Problem 1 Tentukan himpunan dominasi lokasi dari graf khusus lain

beserta operasinya
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